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Contexte et objectifs

@ Lirrigation agricole est le secteur le
plus consommateur d’eau.

@ Raisonner la conduite de l'irrigation est
une nécessité.

@ La modélisation et la théorie du
contréle optimal sont des bons outils
pour optimiser I'efficience d'irrigation.

@ |Industrie (chimie, refroidissement, production d’énergie)
@ Irrigation agricole

Besoins domestiques (boisson, hygiéne et cuisson)

Les usages de l'eau & L'échelle mondiale en 2018 selon 'ONU
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Objectifs de ce travail: Etablir de nouvelles stratégies d'irrigation en utilisant la théorie du
contrdle optimal afin de maximiser la biomasse au moment de la récolte sous contrainte de
quota en eau.
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Le modéle

On considére le modéle de culture simplifié :

8= —kip(D)Ks(S) — ki(1 — o(1)Ka(S) + kikeu(t), S(0) = 1
B= ksp(t)Ks(S), B(0) =0

ou le contréle est donné par
u(t) = F(t)/Fmax € [0,1].

4/18



Le modéle

On considére le modéle de culture simplifié :

8= —kip(D)Ks(S) — ki(1 — o(1)Ka(S) + kikeu(t), S(0) = 1
B= ksp(t)Ks(S), B(0) =0

ou le contréle est donné par
u(t) = F(t)/Fmax € [0,1].

Le probléme de contrle optimal est donné par

T _
m(a)x B(T) telque Fmax/ u(hdt < Q.
u(- 0

4/18



Hypothéses

Ks(-), Kg(-) sont des fonctions continues et linéaires par morceaux définies sur [0, 1] & valeurs
dans [0, 1]

Sh 1

Sy, : Le point hygroscopique.
Sw : Le point de flétrissement.
S* : Seuil d’humidité optimal pour une croissance idéale de la plante.
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Le probleme du contrdle optimal

Le probléme de contréle optimale peut étre re-écrit de la fagon suivante:

.
max /0 kao(DKs(S(1)) ot

tel que
S = —kip(t)Ks(S) — k(1 — ¢(t))Kr(S) + kikeu(t), S(0) =1
V=u(t), V(0)=0
avec la cible _
V(T)< V.
et la contrainte sur I'état
S(t) € [0,1].

Remarque. Si V est suffisamment grand alors tout contréle qui permet de rester au-dessus de
S* est optimal.
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Le controle MRAP

Définition. On définit le contréle MRAP (Most Rapid Approach Path) vers S = S* comme suit

o teo,h
ut) = {us*(t) te(t,T]

avec t:=sup{t € [0, T]s.t. S(t) > S*} < T et ug«(t):= %W .

S*

Y
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Le controle MRAP

Proposition. Soit u(-) un contrdle admissible

et S(-) sa trajectoire associée telle que

S(t) > S* pour tout t € [0, T]. Alors, le 1
contrle MRAP {i(-) avec sa trajectoire

associée () vérifient :

SH

3(1) < S(t) et /TU(t)dtg/Tu(t)dz
0 0
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et S(-) sa trajectoire associée telle que
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SH

3(1) < S(t) et /TU(t)dtg/Tu(t)dz
0 0

.
Hyp 1.t < Tet\7</ u(t)dt.
0
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La stratégie OS

Définition. Soit ts € (0, T) le temps de déclenchement associé a un seuil d’humidité
Sm € (Sh, S*]. On définie le open-loop control comme suit :

u9S(1) = 0 ift<tsort>min(ts+ V,T)),
Sm 1 ift e [ts,min(ts + V, T)).

control Humidity
1 1
0.8
0.8
0.6
S(t)
0.4 0.6
0.2
0.4
0+ ,
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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La stratégie SOS

Définition. Soit Sm € (Sh, S*]. on définit le time-varying feedback control comme suit :

0 siV=VouS>Snavec V=0,
¥395(1,S,V) =4 Us.(t) siS=SavecV <V,
1 sinon.
control Humidity
1 1
0.8
0.8
0.6
S(t)
0.4 0.6
0.2
’/_l 04
0% T T T v "
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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La stratégie SMS

Hyp 2. On suppose que Kg est concave et a une cassure S¢ € (Sw, S*).

Sous cette hypothése on définit la stratégie SMS.
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La stratégie SMS

Définition. Soit Sm € (Sp, S*], V4 € (0, V), Sc €

control comme suit :

0 siV=VorS> Spwith V=0,
»SMS (1,8, V) = ug«(t) siS=S*(Sm)avec V<V,
Yém. vy us,(t) siS=Sc(Sm)avec V< Vi,
1 sinon.
control Humidity
14 1
0.84
0.8
0.6
u(t) S(t)
0.4 0.6
0.24
0.4
0 v T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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(Sw, S*]. On définit le time-varying feedback



Quelques propriétés de la stratégie optimale

Soit (u, S, V) un triplet optimal.

_ T
Premiers résultats: Si V < / a(t)dt alors:
0

1. u(t) = 0 pour tout t € [0, f].
2. S(t) < S* pourtoutt e [t, T].
3. V() =V.
Résultats obtenues par le PMP:
1. llexiste T < T tel que pour tout t € [f, T], u(t) = 0.
2. Larc singulier est optimal si S = S* ou S = S;.

3. Au plus 2 commutions sont possibles entre u = 0 et le contrdle singulier ou u = 1.
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Sur I'optimalité des stratégies OS, SOS et SMS

@ La stratégie OS n’est pas toujours optimale.
@ La stratégie SOS est optimale.

@ Si Ks a trois cassures, alors la stratégie SMS est optimale.
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Sur I'optimalité des stratégies OS, SOS et SMS

@ La stratégie OS n'est pas toujours optimale.
@ La stratégie SOS est optimale.

@ Si Ks a trois cassures, alors la stratégie SMS est optimale.

Remarques: 1. La stratégie OS est un cas particulier de la stratégie SOS et les deux stratégies
sont des cas particuliers de la stratégie SMS.
2. Dans le cas de pénurie d’eau, les trois stratégies coincident.
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Comparaison numérique entre les trois stratégies
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(a) Final biomass (b) Optimal Control 10 (c) Humidity
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Comparaison entre les stratégies SOS et OS lorsque Kg a deux cassures

(a) Final biomass (b) Optimal Control (c) Humidity
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Comparaison entre les stratégies SMS, SOS et OS lorsque Ks a trois cassures



Théoremes généraux

Proposition.

Tout arc singulier défini sur un intervalle non vide / satisfait S(t) = S € (Sw, S*], t € / o1 S est
une cassure de Kg ou Kg.
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Tout arc singulier défini sur un intervalle non vide / satisfait S(t) = S € (Sw, S*], t € / o1 S est
une cassure de Kg ou Kg.

| A

Théoréme 1.
Soit C(S) l'ensemble des cassures S > S de Kg et K dans (Sw, S*] et soit n(S) = card C(S).
Alors, il existe une valeur Sy, € (S, S*] et une suite non-décroissante V;, i = 1,-- -, n(Sm)

avec au moins une valeur qui vaut V tels que la stratégie SMS définie par

0 siV:f/orS>SmavecV:0,
WS (68, V) = { Ts(t) siS=5(Sm)pourie {1, ,n(Sm)}avec V<V, (1)
1 sinon.
avec
m _
/0 eMS (6 S(t), V() dt =V avec ty < T )
est optimale.
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Théoremes généraux

Si C(S) = {S*} alors il existe une valeur Sy, € (Sp, S*] tel que la stratégie SOS définie par
0 if V="VouS> SnavecV =0,
P3O5(1,S, V) :={ Ug(t) ifS=S"avecV <V, @)
1 sinon.
avec
/ WSS (1, S(1), V(t) dt =V avec ty<T @)
est optimale.
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Merci de votre attention
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